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MIMO sistem
Prikaz MIMO sistema
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= Pojacanje petlje: naizlazu L = GK

. ha ulazu

L]:KG

» QOsjetljivost i komplementarna osjetljivost na izlazu:

S=I+L)"', T=LUI+L)"

e=Sr—Sd1 —SGdz —

Tn

» QOsjetljivost i komplementarna osjetljivost na ulazu:

S;=(I+L,)", T,=L,(I+L),)""

U= _T]dz



Performanse MIMO sistema

Svi promatrani signali su sinusoidni po @ i koriste 2-
: . ! 2
normu za amplitudu: |y (w)|, = \/ZZ_ZIM

Nadalje imamo za y = G(s)u:

Yl
u

o(G(jw)) <

<o(G(jw))

2
OgraniCenje na pogresku za referentni ulaz r |
smetnju na izlazu d,:
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G (S(jw)) < 1, , Vo < |w.S| <1
‘WP(]G)) N

2a8UM: S o)< Vo o |wT| <]
‘WT(](U) N




Performanse MIMO sistema e

= Za generalizirani MIMO proces z = F(P,K)w imamo:

4/87
max max ‘z(a))‘ = =max o (F(jw)) = HFHOO

0] w(w) ‘ w(a)) ‘

2

» U vremenskoj domeni /, norma jednaka je
iInduciranoj 2-normi za bilo koji vremenski signal:

= o O
T o),

* Problem kod MIMO sistema: djelovanja
poremecaja, promjena parametara procesa, RHP
polova, RHP nula i kasnjenja iskazana su vektorima
pravaca koji ih opisuju, te je teSko razmatrati
odvojeno ucCinke nekih od njih.
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Ogranicenje 1.5+ T=1
= Na osnovu Fanovog teorema:
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o (A)—c(B)<o,(A+B)<o;(A)+0c(B)
i identiteta S + 7T =1 slijedi:

1-&5(T)| < 5(S) <1+5(T)
)

1_ =/ Q\
1—0\W)

» Za bilo koju frekvenciju w:
> nije moguce da su istovremeno o (8)16(T) mali.
»o(T)>1 < o(S)>1



o | $o2.

Ograni¢enjanaSiT eces
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SISO sistemi °

* Veza osjetljivosti i komplementarne osjetljivosti: 6/87

S(jw)+T(jo)=1, Vo
= Slijedi za bilo koji w:

QS(jw)>0.5 ili [T(jw)|> 0.5 ; nije moguce efikasno
djelovati u sluCaju istovremenog djelovanja
poremecaja i mjernog suma na istoj frekvenciji.

d ‘S(ja))‘ >>1 < ‘T(ja))‘ >>1 ; pojaCanje djelovanja
poremecaja povilacCi za sobom povecanje amplitude
suma, i obratno.
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SISO sistemi — efekt vodenog duseka
» Graficki prikaz funkcije osjetljivosti

Magnitude

Frequency [rad/s]

7/87

\‘Nepoieljno da

vrsna vrijednost
od |S| bude veca
od 1.

= Efekt vodenog duseka: potiskivanje (smanjenje)
osjetljivosti (|S]|) na jednoj frekvenciji uzrokuje

njeno povecanje na drugoj frekvenciji.
= Kompromis izmedu smanjenja i povecanja

osjetljivosti: dvije formule vodenog duseka.
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SISO sistemi — efekt vodenog duseka

* Prva formula: L(s) ima najmanje dva pola viSe od 8/87
nula (polni visak > 2) — Bodeov integral osjetljivosti.

* Druga formula: L(s) ima RHP-nule — otezani
integral osjetljivosti.

= Sa prethodne slike:

> Frekvencije za koje je ‘S( ja))‘ < 1 povratna veza
poboljSava performanse.

> Frekvencije za koje je ‘S(ja))‘ > | povratna veza
naruSava performanse.
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SISO sistemi — polni visak > 2

» Pretpostavka: L(s) je stabilna i ima polni viSak > 2,
tada je rastojanje izmedu L(jw) i -1 manje od 1 za

neke frekv

encije w.
A Im

1+ L(jw)

S(jw)| =

<l

1+L(ja))‘_1 > 1

Postojat Ce uvijek neko
frekvencijsko podrucje unutar

kojeg cCe:

S|>1

9/87

Ovo je kvantificirano Bodeovim
integralom osjetljivosti.

|S|>1 za dio Nyquistovog dijagrama od L koji je unutar jedini¢nog kruga.
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* Teorem 1. Bodeov integral osjetljivosti (prva .
formula vodenog duseka). Pretpostavimo da L(s) (0/a7

ima elemente Ciji su polni viskovi najmanje 2 i NV,
RHP polova p..

» Za stabilnost zatvorenog sistema funkcija
osjetljivosti mora zadovoljavati uvjet:

Np
| Inldet S(jo)lde =7zZ Re(p;)

det(S(s)) je funkcija osjetljivosti sa det(S(w0))=1.
» Kod SISO sistema (Bodeov integral osjetljivosti):

Np
Joln\S( jo)lde :n; Re(p:)
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= Za prethodni izraz je esencijalno da je det(S(s))
funkcija osjetljivosti sa det(S(w0)) = 1.

* Primjenom Jensenove formule dobiva se prethodni
izraz.

= Nadalje, za bilo koju kvadratnu matricu moze se
pisati:
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detS|=] | o:(5)

odnosno:

> [ (sjo)do =7 Re(p)

* Mora se naciniti trade-off izmedu frekvencija jednako
kao | izmedu pravaca vektora sistema.
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= Stabilan SISO sistem: .
j In|S(jo)|do =0 12/87
0

podrucje smanjenja osjetljivosti (In|S| negativno)
mora biti jednako podrucju povecanja osjetljivosti
(In|S| pozitivno).

* Nestabilan SISO sistem: Prisustvo nestabilnih
polova povecava vrsnu vrijednost osjetljivosti S, sto

slijedi iz: N
7Y Re(p;)
i=1

= Podrucje povecéanja osjetljivosti (In|S| > 1) premasuje
podrucje smanjenja osjetljivosti za iznos
proporcionalan sumi udaljenosti nestabilnih polova od
lijeve poluravnine — problem stabilizacije sistema.
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Ogranicenje 2. Integrali osjetljivosti sa utjecajem
RHP nula

SISO sistem
= Sistem y=Gu+G,d
sa perfektnim unaprijednim upravljanjem y = r:
u=G'r-G'G,d

* Perfektno unaprijedno upravljanje korespondira
sa invertiranjem G.

= Upravljanje sa povrathom vezom:
u = KSr —KSGdd

sa I'=GKS
u=G 'Tr-G'TG,d

13/87
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= Visoka vrijednost poja¢anja sistema sa povratnom | ¢
vezom daje 7'~ 1 , to jest povratna veza generira 487

inverziju od G, ¢ak i sa jednostavnim regulatorom K.

= Perfektno upravljanje zahtijeva inverziju modela G(s)
koju nije moguce postici u sljedecCim slucajevima:

> G(s) ima RHP nule (G(s) nestabilan, interna
nestabilnost).

> G(s) sadrzi vremensko kasnjenje (G(s)
zahtijeva predikciju).
> G(s) striktno pravilna (G (s) nepravilna).

* Moze se ocCekivati ograniCenja od strane RHP nula |
vremenskih kasnjenja.

= Nepravilnost se moze Cesto popraviti dodavanjem
visokofrekvencijskih polova.
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= Utjecaj RHP nula (druga formula) za SISO sistem: | ¢
A Im
] 15/87
o RHP nula poveéava fazno
8w > 1 zaostajanje, L(jw) blizi -1 u treéem
;; : /N L kvadrantu, povecava se [3].
4| N\ Lo (jw) ;J Re
>\ L </ Dodatna nula i pol u L(s) uzrokuju da
Te- -7 a4l Ljw) Nyquistov dijagram prodire u
Lo (s) = » jedinié.._“.i kru_g éto dov_odi do togg da
s+ funkcija osjetljivosti bude veca od
L(s) =-;==L 201 1(S]>1).

= Problem vrsne vrijednosti funkcije osjetljivosti za
procese sa RHP nulama — potrebno zadovoljavanje i
dodatnog integrala (druga formula) koji ima strozije

implikacije na vrsnu vrijednost od S.



o _ eo0s
OgraniCenjanaSiT Sose
o0
= Teorem 2. Otezani integral osjetljivosti (druga .
formula vodenog duseka). Pretpostavimo da L(s) (6/87

ima pojedinacnu RHP nulu z ili par konjugirano-
kompleksnih nula z=x £ jy, i N, RHP polova p,.
Neka p: predstavlja konjugirano kompleksni pol od

p;. Da bi zatvoreni sistem bio stabilan, funkcija
osjetljivosti mora zadovoljavati:

Np
9y ; T Z
j n|S(jo)|- w(z,w)dw= - [ [ |2
’ T2
2z 2 1
U sluéaju realne nule: w(z, ) = _2
slucaju realne nule: w(z,0) = ——— ST
Akojenulaz=x%)y: wizw)= al + X

X +(y-0) x*+(+o)’
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* Primjer 1. Utjecaj RHP nule na osjetljivost S.

2
s(s+1)

Li(s)= , Ly(s)=1L,

—S+5

S+

Magnitude | S|

2 3 4
Frequency (linear scale)

17/87

* U oba slucaja podrucja od /nS ispod i iznad 1 su jednaka,

Sto slijedi iz [ In|s(jw)de =0

vrijednost od S mora biti veca.

, ali za L, ovo se mora desit
na frekvencijama ispod z = 5 (IOIHIS(jw)Idw ~0)ivrSna



Amplituda |S]
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= Primjer 2. Utjecaj povecanja koeficijenta pojacanja | ©
regulatora na |S| za sistem sa RHP nulom: (887
k 2—
L(s)=— >
S 2+s
10' - k=20 - Za k=2 sistem
: (nestabilan) -
’ - postaje nestabilan sa

~dva pola na

, Imaginarnoj osi |

- vrSnom vrijednoséu
 koja tezi ka .

10° 10" 10° 10"

Frekvencija [rad/s]

= Povecanje pojac¢anja regulatora k korespondira
sa Sirim propusnim opsegom, sto rezultira
veéom vrSnom vrijednoséu od §.
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MIMO sistem — pravac vektora nula .

» Ako je z nula od G(s), tada G(s) gubirangu s =z i 19/87

postoje ne-nulti vektori u_ i y, takvi da je G(z)u, =
0.y, ili:

G(z)u. =0; y:G(2)=0

u_1y_nazivaju se vektorima ulaznih i izlaznih
pravaca nula.

» 1ZSVD-aod G(z)=UZVH ,u,=v i y. =u
korespondira sa:

o=0

to jest u_1y, sa pojaCanjem jednakim nuli.
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MIMO sistem — pravac vektora polova .
= Ako je p pol od G(s),tada je: 20/87
G(plu, =x-y,

u, iyp nazivaju se vektorima ulaznih i izlaznih
pravaca polova.

= 1zSVD-aod G(p)=UXV"  u,=v | y,=u
korespondira sa:

O =

to jest u, 1y, sa pojaCanjem jednakim co.
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Primjer 3. Zadana je funkcija prijenosa G(s): .

- - 21/87

(st s+7

G(s)= 1|8 —1
STH 1 s+l

= URHP: pols=1, nulaz=2.
= SVD od G(1+¢):

U(s) {_1 O} 2(s) Lo V(s) {_1 O}
S) = , S) = 2 , S) =
0 1 _% | 0

slijedi: )
u,=[-1 0f, y,=[-1 of
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= SVD od G(2): .

22/87
~0.95 —0.31 3.33 0 ~0.32 —0.95
U(s) = , X(s)= , V(s)=
~0.31 0.95 0 0 ~0.95 0.32
slijedi: u. =[-0.95 032]", y.=[-031 0.95]

= MIMO sistemi mogu imati polove i nule na istim
lokacijama koje se ne ponistavaju zbog
razliCitih pravaca, npr.:

G(S)Z s+1




OgranicenjanaSiT

= Polovi MIMO sistema mogu se pomicati povratnim
vezama:

(I+GK)™

= Nule se mogu pomjerati paralelnim vezama:

G+ K

23/87
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Ogranicenje 3. Interpolacijska ogranicenja

SISO sistem GK i 04/87
T

1+ GK 1+ GK

* Ako je z RHP nula od G tada:
I'(z)=0; S(z)=1
= Ako je p RHP pol tada:

T'(p)=1 S(p)=0
= QOva interpolacijska ogranicenja slijede iz zahtjeva
interne stabilnosti (ponistenje polova i nula u RHP):

G(z)=0=>L(z)=0 < T(z)=0;5=)=1
G(p)=0=L(p)=0 < T(p)=LS(p)=0
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MIMO sistem .
= Ako G(s) ima RHP nulu z sa izlaznim pravcem y_, 25/87

tada se za internu stabilnost zahtijeva:

y:T(z)=0; y.'S(z)=y

= Ovo slijedi iz:

yIL(z2)=0 = yT(z)=0 = y?(I-8)=0

= Prema tome:

» T(s) mora zadrzati (saCuvati) RHP nulu i pravac
nule u G(s).

» Esencijalno, $(z) = 0 u pravcu nula izlaza.
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MIMO sistem .

= Ako G(s) ima RHP pol p sa izlaznim pravcem y,, 26/87

tada za internu stabilnost zahtijeva se:

S(p)y,=0; T(p)y, =y,

= Ovo slijedi iz:

L' (p)y,=0iS=TL"

= Prema tome:

» S(s) mora imati RHP nule gdje G(s) ima RHP
polove,

» Esencijalno, T(p) = I u smjeru nula izlaza.
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Ogranicenje 4. Vrsne vrijednosti osjetljivosti
SISO sistem
* |z Teorema 1. = RHP nula implicira da je vrSna

vrijednost od |S| neizbjezna i da ¢e se taj vrh povecats
ako se smaniji |S| na drugim frekvencijama.

= QOgranic¢enje na otezanu vrsnu vrijednost od $
mnogo je korisnije u primjenama od relacija
izrazenih integralom.

» Rezultati se zasnivaju na interpolacijskim
ogranicenjima S(z)=1 1 T(p)=1 1 primjeni principa
maksimalninh modula za kompleksne analitiCke
funkcije [Churchill et al., 1974].

27187

= VrsSna vrijednost = A norma: max‘f(ja))‘ — Hf(S)H
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* Princip maksimuma modula. Pretpostavimo da je
f(s) stabilna funkcija, tj. analiticka u kompleksnoj

RHP. Tada se maksimalna vrijednost od |f(s)| za s u
RHP nalazi na granici stabilnosti, odnosno negdje

duz jw osi. Slijedi da za stabilnu f{s) imamo:

|f (o), =max|f (je) = | £ (s,)

28/87

Vs, € RHP

OO’

* Primjer 4. Za sistem sa RHP nulom imamoS(z) =1
iz Cega slijedi:

mae)lx‘S(ja))‘ = HSHOO > 1

= Ovo nije previSe korisno. Pozeljnije je promatrati
otezanu osjetljivost, tj. zahtjev |S| <1 u nekom
frekvencijskom intervalu.
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» Uvodimo izraze za otezanu osjetljivost i otezanu
komplementarnu osjetljivost:

29/87

J(s)=wp(s)S(s); f(s)=wr(s)T(s)

= Za proces s RHP nulom z, primjenom principa
maksimuma modula za f(s) = wp(s)S(s) i
koristenjem interpolacijskog ograni¢enja S(z) = 1
dobiva se:

HWPSHOO > ‘wp (Z)S(Z)‘ = ‘wp (z)‘

= Ako proces ima RHP polove tada je granica velika,
sto je dano sljedecim teoremom.
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* Teorem 3. Vrsna vrijednost otezane osjetljivosti.
Za stabilnost zatvorenog sistema funkcija otezane

osjetljivosti mora zadovoljavati za svaku RHP nulu z:

gdje p; oznacava RHP pol od G.

= Ako G nema RHP polove tada je granica:

e S]l, = we (2)

» Funkcija otezane komplementarne osjetljivosti mora

zadovoljavati za svaki RHP poI p:

pwrT]|, 2 [wr (p)] H

‘z —|—p‘

30/87
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gdje z; oznacava RHP nulu od G.

= Ako G nema RHP nula tada je granica:
[weT||, = |wr (p)

» /Za dokazivanje navedenog teorema:
Napisati:

S=5,8.: S, =] [~
S+ Pi

Za WPZI |WT:1

N . . NZ . .
Is), > TTE2d ), s T2
i=1 j=1

Zj— Pi Zj— Pi

Velike vr$ne vrijednosti |S| i |7] ne mogu se izbjeéi
ako su polovi i nule blizu jedni drugima u RHP-u.

31/87
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* Primjer 5. Balansiranje Stapa. Cilj je drzati Stap u
gornjem polozaju dok se krecu kolica na temelju 207

observacije pozicije vrha stapa y, ili pozicije kolica y,.

7

7

7

Z* U [ [m] = duljina Stapa,

Z m [kg] = masa stapa,

Z M [kg] = masa kolica,

é ¢ ~ 10 m/s? = gravitacijsko ubrzanje.
7

é Sila

7
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» Linearizirane funkcije prijenosa:
Gi(5) = £ G- 8
1 s*(Mls* —(M +m)g)’ ’ s*(Mls* —(M +m)g) 218
. (M +m)g
u : — 0,0,i
Polovi: p \/ Y/

» Zaizlaz y,(G,(s)) stabilizacija zahtijeva minimalan propusni
opseq:

My
My —1
Zaizlaz y,(G,(s)) nula je z =

» Zalagan stap m << M , pol = nula = “nemoguce”

stabilizirati.

» Za tezi stap (m velik) tesko stabilizirati zbog p > z.

Npr. m/M = 0.1 =|S|_>42;

R ZaMT=2 :>sz >2p

0): >p

g
;o

T|. =42 = slabo upravljanje.
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MIMO sistem

» Koristenjem interpolacijskih ograniCenja izvedene su
donje granice na otezane funkcije osjetljivosti.

= Vrsna vrijednost od 6 (§) veca od 1 je neizbjezna
ako proces ima RHP nulu, kao i vrSna vrijednost oc o (T')
ako proces ima RHP pol.

34/87

= Promatrajmo proces G(s) sa RHP polovima p; i RHP

nulama z; i faktorizirajmo G(s) u smislu Blaschke
produkata:

G(s) =B, (5)G,(s), G(s)=B.(5)G,/(s)

gdje su G, i G, stabilna i minimalno-fazna verzija od
G. B,(s) 1 B(s) su stabilne matrice prijenosa, kod
Kojih su sve singularne vrijednosti jednake 1 za s=j ,
koje sadrze RHP polove i RHP nule.
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" B,(s) dobiva se faktorizacijom u odnosu na jedan
izlazni RHP pol u vremenu, startajuci sa:

G(s) = Bzzll (5)G ), ()

35/87

N

2Re “H .
gdie je B, (s)=1+ i} ; Vo Vo | Yo =Yy je
izlazni pravac pola p,.” P!

= Navedena procedura ponavlja se za ostale polove,
tako se za p, starta sa G, (s), gdje je y,» smjer
izlaznog pola od G,

= |dentiCna procedura se koristi za RHP nule.
= Na temelju opisanih procedura imamo:

N
_ - 2Reip; | . - 2Re
B,'(s) = [1+ { }yplyf.i], B:'(s) = H(u yzjyzjj
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= Teorem 4. Otezana osjetljivost. Pretpostavimo da
G(s) ima RHP nulu s = z. Neka w(s) predstavlja

stabilnu skalarnu tezinu. Tada za stabilnost

zatvorenog sistema funkcija otezane osjetljivosti
mora zadovoljavati:

36/87

[we(s)S(s)|, = max G(weS(j®))=|wp(z)

* Teorem 5. Otezana komplementarna osjetljivost.
Pretpostavimo da G¢(s) ima RHP pol s = p. Neka

w.(s) predstavlja stabilnu skalarnu tezinu. Tada za
stabilnost zatvorenog sistema funkcija otezane
komplementarne osjetljivosti mora zadovoljavati:

[wr ()T ()], = max & (wr T(j) = |wr (p)
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* Teorem 6. Vrsne vrijednosti osjetljivosti MIMO

sistema (polovi i nule). Pretpostavimo da G(s) ima
N,RHP nula z; sa izlaznim pravcima y,; i N,RHP

polova p; sa izlaznim pravcima y,,. Tada se mogu
izracunati realne konstante:

VIB, ()| 21 cx =

37187

Clj:

Bz_l(pi)ypin > 1

Neka je wy(s) stabilna tezina, tada za stabilnost
zatvorenog sistema otezana funkcija osjetljivosti

mora za svaku RHP nulu z;zadovoljavati:

eS|, 2 e1fwe(z))

Slijedi da je ¢,; = 1 ako G nema RHP polove.



OgraniCenjanaSiT o

Neka je w(s) stabilna tezina, tada za stabilnost
zatvorenog sistema otezana funkcija
komplementarne osjetljivosti mora za svaki RHP pol

p,; zadovoljavati:

38/87

wrT], 2 e

wr (p;)

Slijedi da je ¢,; = 1 ako G nema RHP nule.
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* Teorem 7. Vrsne vrijednosti osjetljivosti MIMO
sistema (kombinirani polovi i nule). Promatrajmo 20/a7
racionalnu G(s) sa N, odvojenih RHP nula i N,
odvojeninh RHP polova sa korespondentnim izlaznim
pravcima y,; iy,. Tada se mogu primijeniti sljedecCe
donje granice:
min|s], =min|7], =1+5°(0."Q,0,")
H H H
: . Yzi Y ViV pj Yz Vp
gdje Su. [Qz ]y — _] ) [Qp ]lj — _P 2 ) [sz ]l] — 2
zZitz PiT D Zi —pj

= Potrebno je pazljivo racunati granice za bilo koji broj RHP
polova i nula.

= Minimalne vrsne vrijednosti ovise 0 udaljenosti izmedu z i

p jednako kao i o poravnanju njihovih pravaca (nema
ometanja ako su pravci ortogonalni).



000
000
OgranicenjanaSiT s
» Za sistem G(s) sa jednim RHP polom p i jednom
RHP nulom z slijedi: 10/87

2
Z+ p

2
—COS” ¢

. . )
mmHSH = mmHTH = [smn” @+
k © a0

z—p

gdje je: ¢ = cos'

yfyp‘
* Primjer 6. promatrajmo sistem iz primjera 3.
z=2, y,=|-031 095", p=1, y,=[1 of

Sto daje ¢ =1.25 rad | mkinHS ‘OO = mkin ‘THoo =1.1

» Za SISO sistem (p=1iz=2):
mkinHSHOO = mkinHTHOO =1.73 (¢ =0)



OgraniCenjanaSiT o

= QOgranicenje:

yfT(z) -0 41/87

namece samo / ograni¢enja za [ elemenata T(s) od
1(s), tako da postoje odredena sloboda u kojoj se
elementi 7;(s) mogu ograniciti kako bi se zadovoljila
iInterpolacijska ogranicenja.

* Primjer 7. Promatrajmo sistem koji ima RHP nulu z i

[-032

yz_{095}

= Na temelju prethodnog izraza y.' T(z) =0 slijedi:

—0327111(2) + O95T21(Z) =0 A — 0327‘12 (Z) + O95T22 (Z) =0



OgraniCenjanaSiT o

= Raspregnuto upravljanje:

T,(s)=Tr1(5)=0 = T,,(2) =T»n(z)=0 42/87

tj. RHP nula pojavljuje se na oba izlaza.
= Perfektno upravljanje u odnosu na izlaz y;:

Tn(s)=1 A Ta(s)=0 = Tn(z)=0
tj. RHP nula pojavljuje se samo na izlazu y;,.

» Efekt RHP nule z moze se pomjeriti samo na one
izlaze Ciji su korespondentni elementi usmjereni u
pravcu nule y,_ . # 0.

* RHP nula z sa elementima y_. = 0 naziva se

zabodena nula (engl. pinned), tj. ona je ucvrscena
naizlaze say, ;0.



Funkcionalna upravljivost oo

= Promatra se proces G(s) sa [ izlaza, Ciji je rang r.

= Za neovisno upravljanje svim izlazima mora se 43/87
zahtijevati » = [, tj. proces mora biti funkcionalno
upravljiv.

= Definicija 1. Funkcionalna upravljivost. Sistem sa
m ulaza i [ izlaza opisan funkcijom prijenosa G(s) je
funkcionalno upravljiv ako je normalni rang od G<(s),
oznacen sa r, jednak broju izlaza /, to jest ako G(s)
Ima puni rang:

> Sistem sa m ulazailizlaza, gdje je m </, je
funkcionalno neupravljiv ako vrijedi r < m < [.

» Sistem opisan kvadratnom funkcijom prijenosa
G(s), dimenzija n x n, je funkcionalno neupravljiv
ako je det G(s) =0, tj. G(s) je singularna za sve s.




Funkcionalna upravljivost oo

* Proces je funkcionalno neupravljiv ako (i samo ako)
je 0;(G(jw)) = 0.

= Mijera koliko je proces upravljanja funkcionalno
neupravljiv je razmatranje ¢;(G(jw)) (kada je m >/
tada imamo minimum singularne vrijednosti o(G(j®))

44/87

= Ako je proces funkcionalno neupravljiv (» < /) tada

postoji / — r pravaca vektora izlaza y, na koje se ne
moze utjecati.

= Qvi pravci se mijenjaju s promjenom frekvencije i
vrijedi:
H , . .
Yo (Jo)G(jow)=0

= Na temelju SVD od G(jo)=U2V*" slijedi da su
neupravljivi izlazni vektori y,(jw) zadnji [-r stupci od
U(jw).




Funkcionalna upravljivost o

* Analizom ovih vektora dizajner sistema moze odluciti
da li je prihvatljivo drzati odredenu kombinaciju ovih
vektora neupravljivom, ili ako su potrebni dodatni
aktuatori da povecaju rang matrice G(s).

* Primjer 8. Promatrajmo proces koji je singularan,
odnosno funkcionalno neupravljiv:

45/87

- 5 -
| s+1  s+1

G=1"2" "4
| s+2 s+2

= Neupravljivi izlazni vektori y, na niskim i visokim
frekvencijama su:

1

yﬂO):ﬁm y‘)(‘”):%{—zj



Ogranicenja nametnuta vrem. kasnjenjem | o3¢

SISO sistem

= Promatrajmo proces G(s) sa vremenskim kasnjenjem 45,57
e % bez RHP nula.

= Za skokovitu pobudu r(?), potrebno je ¢ekati vrijeme 6
dok se ne postigne perfektno upravljanje.

» Perfektno upravljanje je oblika [Morrari, Zafiriou,
1989]:

J,
Le

T(s)= H

S+Zj

= |dealan odziv y = Tr, gdje je () jedini¢na skokovita
pobuda, vrijedi | za stabilne procese sa RHP nulama
z; (realne ili kompleksne) i vremenskim kasnjenjem 0.

= “ldealan” regulator — minimizira ISE: ISE =J:\y(t)—”(f)\dt



Ogranicenja nametnuta vrem. kasnjenjem | o3¢

» |z prethodnog izraza moze se zakljucCiti da je
“‘idealna” funkcija komplementarne osijetljivosti

T=es%

= Korespondentna “idealna” funkcija osjetljivosti je:

S=1-T=1-¢"*

47/87

= Amplituda |S]| je prikazana na sljedecoj slici.

= Na niskim frekvencijama, @< 1, imamo 1-e*?~ 6
(Razvoj funkcije u Taylorov red) i |S(jw)| sije¢e 1 na
frekvenciji blizu 1/8 (tacnije 1.05/6).

= QOva frekvencija predstavlja frekvenciju presjeka za
L i omogucava racunanje aproksimativne gornje

granice za @, ) < 1/6’
c




Ogranicenja nametnuta vrem. kasnjenjem | $2:°

= |dealna funkcija osjetljivosti za sistem s vremenskim| ¢
kasnjenjem.

48/87
10'
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Ogranicenja nametnuta vrem. kasnjenjem | o3¢

\V

= MIMO sistem. OznacCimo sa 6’,.]. vremensko kasnjenije
u ij elementu matrice G(s), tada je donja granicana | ..
vremensko kasnjenje izlaza i dana najmanjim
kasnjenjem u retku matrice G(s), {j.:

6;"™" = min G
J

* Drugim rijeCima, ™" je minimalno kasnjenje za bilo
koji ulaz koji djeluje na izlaz i.
* Promatrajmo sistem:

0= 0 = sistem singularan (nije funkcionalno upravljiv)

'1 o 711 tj. nije mogucée upravljati izlazima neovisno.
G(s)= 0 > 0 = sistem je moguée kvalitetno upravljati jer je
_1 1 || propusni opseg > 1/6.

Vecéi 0 bolje performanse.



Ogranicenja nametnuta vrem. kasnjenjem | o3¢

Dodatna formulacija: raCunanje kondicionog broja,
odnosno RGA.

RGA je funkcija frekvencije i u ovom slu€aju poprima
vrijednost 1 za frekvencije vece od 1/6.

50/87

Primjer 9. Izradunati funkciju .§ za proces opisan
prethodnim G(s) sa dijagonalnim regulatorom K = (k/s)I.

Koristiti aproksimaciju e® =~ 1 - @s kako bi se pokazalo

da na niskim frekvencijama elementi od S(s) imaju
amplitudu 1/(k6+2).

Koliki mora biti £ da bi se postigle prihvatljive
performanse (manje od 10% odstupanja na niskim
frekvencijama)?

Koliki je korespondentni propusni opseg? (Rezultat:
k > 8/6, propusni opseg = k).



Ogranicenja nametnuta RHP nulama 4

* Ogranicenje RHP nule z moze se izvesti iz
ogranicenja na otezanu osjetljivost (Teorem 4.):

51/87

IwrS(s)||. = mgx\wp (jo)lo (S(j®) = |ws(z)

* Najlosiji sluCaj odgovara maksimalnoj singularnoj
vrijednosti o ().

= Ako se odabere w,(s) takvo da se zahtijeva kvalitetno
upravljanje na niskim frekvencijama i vrsna vrijednost
od o(.5) manja od 2, tada propusni opseg (za najlosiji
slucaj) mora za RHP nulu zadovoljavati:

Wy <z/2

» Ako zelimo kvalitetno upravljanje na visokim
frekvencijama tada mora vrijediti:| ;% ~ 2




Ogranicenja nametnuta RHP nulama eco’

o0
Premjestanje efekta RHP nula na specificni izlaz

= Rezultat interpolacijskog ograni¢enja y” T(z) =0
namece odredene veze izmedu elemenata unutar
svakog stupca od 7{(s).

52/87

» Stupci matrice T(s) mogu biti neovisno odabrani.
* Primjer 10. Promatrajmo proces:

G(s) = 1 { 1 1}
(02s+D)(s+1)|1+2s 2

koji ima RHP nulu s =z=0.5.
= Ulazni pravci nula zadovoljavaju y.' G(z) =0 iz

koga slijedi:
12| | 089
Y« 751 -] |- 045



Ogranicenja nametnuta RHP nulama 4

» Bilo koji dopustivi T(s) mora zadovoljavati
interpolacijsko ograniéenje y.'T(z) = 0 koje nameée
sljedecCe veze izmedu elemenata stupca od 7(s):

201(2)—t1(2) =0, 2t,(2)—tn(2)=0] (*)

53/87

= Promatramo slijedenje referentnog signala y = Tr i
Ispitujmo tri slucaja:
» T, — dijagonalna matrica (rasprezanje),
» T, — perfektno upravljanje u odnosu na izlaz 1,

» T, — perfektno upravljanje u odnosu na izlaz 2.

» Napomena: u praksi nije moguce postici perfektno
upravljanje, ali zbog jednostavnosti pretpostavijamo
da je to slucCaj. U sva tri sluCaja zahtijevamo

perfektno slijedenje u stacionarnom stanju: 7(0) = 1.



Ogranicenja nametnuta RHP nulama

» Kod sinteze postupkom rasprezanja (decoupled

design) vrijedi ¢,,(s) = #,,(s) = 0.
= Da bi se zadovoljili uvjeti (*) mora ¢,,(z) = 0 t,,(z) =
0, Sto znaci da RHP nula mora biti sadrzana u oba

dijagonalna elementa.

= Jedan od mogucih izbora koji zadovoljava T(0) = I je:

Ty(s) =

—S+Zz

S+Zz
0

0

—S+Z

S+zZ |

» Za druga dva tipa sinteze sa perfektnim upraviljanjem

odabiremo:

T(s) =

] 0
ﬂlS —S+Z
' sS+z Stz

T,(s) =

—S+Zz ﬁzS_
S+2Zz S+2Zz
0 1

54/87



Ogranicenja nametnuta RHP nulama

Obrazlozenje izbora: izlaz koji nije perfektno
upravljan, njegov dijagonalni element mora imati
RHP nulu da bi zadovoljio (*) i vandijagonalni

elementi moraju imati s u brojniku da bi se dobilo
10)=1

Da bi se zadovoljio izraz (*) slijedi da su:

181:49 ,32:1

RHP nula nema utjecaja na izlaz 1 za sintezu T,(s),
kao niti na izlaz 2 kod sinteze T,(s).

Prema tome, jasno je da je moguce pomjerati efekt
RHP nule na pojedinacni izlaz.

Medutim, za to se mora platiti odgovarajuca cijena u
smislu prinvatanja odgovarajucih interakcija izrazenih

parametrom f,.

55/87



Amplituda (abs)

Ogranicenja nametnuta RHP nulama

= Amplituda interakcije, izrazena sa g, je veCeg iznosa u

sluCaju kada je izlaz 1. perfektno upravljan.

= Ovo je razumljivo buduci da je smjer izlaznog vektora nula

56/87

y.=[0.89 -0.45]" odreden predominantno izlazom 1.
= Potrebno je platiti “mnogo” da se efekt djelovanja RHP

nule premjesti na izlaz 2.
25,

Singularne vrijednosti

-1
10

107

10'2 100 102 ) 0 1 2 3 4 5

Frekvencija (rad/s) Vrijeme (s)

. Dizajn 1. — puna
linija

Dizajn 2. —

_ isprekidana linija
1 Odzivi sistema na
| pobudu r=[1-1]".

Odzivi nisu

1 kvalitetni i inverzni

Su jedan u odnosu

| nadrugi.



Ogranicenja nametnuta RHP polovima eco’

o0
= U prethodnom primjeru G(s) ima jednu RHP nulu

s =z, dok T (s) ima dvije. 57187
= Za nestabilan proces potrebna ja povratna veza za

stabilizaciju, tacnije kod prisustva nestabilnog pola

p zahtijeva se za internu stabilnost T(p)y,=y,.

» Kao i kod SISO sistema i za MIMO sisteme vrijede
sljedeCa ogranicCenja:

» RHP-pol ograni€enje 1. Funkcija prijenosa KS§
izlaza u odnosu na ulaz sistema mora za bilo koji
RHP pol p zadovoljavati:

HKSHOO > HufGS (p)_IH2

G, je stabilna verzija od G sa RHP polovima u
skladu sa Blaschke produktom.



Ogranicenja nametnuta RHP polovima eco’

o0
= RHP-pol ogranicenje 2 (propusni opseg). Iz
uvjeta ogranicenja:

[wr (T ()|, = |wr (p)

58/87

slijedi da RHP pol p namece restrikciju na o T) Sto
je identicno kod SISO sistema za |7].

= S obzirom na navedeno potrebno je djelovati
dovoljno brzo i mora se zahtijevati da o( T(j w)) bude
oko 1 ili ve¢e do frekvencije 2|p|.

* Primjer 11. Promatrajmo proces G¢(s):

s—z  0.ls+1

G(s)=| ° 7P S—P saz=-2.5ip=2
S—Z 1

| Ols +1




Ogranicenja nametnuta RHP polovima

= Proces ima RHP pol p =2 (+ LHP nulu -2.5 koja ne
postavlja ograniCenja).
» (Odgovarajuci vektori pravaca ulaza i izlaza pola su:

" RHP pol p moze biti faktoriziran kao G(s)=B,(G)G (s)

0.966
u, =
—0.258
gdje su:
e O_
BP(G): S+p )
L O 1_

:|, yp )

GS (S) —

o

 5+2.5

S+ p
s+2.5

| 0.1s+1

C0.ds+1

S+ p
1

59/87



Ogranicenja nametnuta RHP polovima EEE:
= Koristenjem prethodnih izraza dobiva se: T
. 60/87
|K&S], > |u Gs(p)—IH2 =[0.966 —0.258{1'125 _0'3} = 0.859
375 1




RHP polovi kombinirani s RHP nulama 0ol

= Kod SISO sistema performanse su slabe ako proces

Ima RHP pol lociran blizu RHP nule.

» Kod MIMO sistema ovo je slucaj kada se pravci
vektora polova i nula podudaraju.

» |z teorema o vrsnim vrijednostima osjetljivosti slijedi:

> e
5], = maxc,

nule z j

THOO > max Cy,,C1 =Cp =

polovi z;

» Za sistem s pojedinacnom RHP nulom z i
pojedinacnim RHP polom p vrijedi:

Isll, z e 7], 2 ¢ e=

sin” ¢ +

61/87
e
zTp
) 2
sin” @+ —COoS” ¢
z—p
1| H
> @ =cos |y yp‘
Z+ p )
—C0S” ¢ | Ugao izmedu
z—p vektora RHP nule

| RHP pola



RHP polovi kombinirani s RHP nulama s

* Primjer 12. Promatrajmo proces:

- - _ _62/87
1 O S—Z O
G (S): S—p COSo —SInco 0.1S+1
¢ 0 1 sin@ CoS« S+2Z
i S-l—p_\ v, | 0.1s+1_
z=2, p=3

koji za sve o ima RHP nulu z =2 i RHP pol p = 3.

= Za o = 0° matrica rotacije U, = I i proces se sastoji
od dva raspregnuta podsistema:

S—z 0 |
G, (s) = (0.Ls+1)(s — p) .
i 0 (0.Is+1)(s+ p)



RHP polovi kombinirani s RHP nulama oo

= Element matrice (g,,) ima RHP pol i RHP nulu =
oCekuju se slabe upravljacke performanse
zatvorenog sistema.

= Element matrice g,, nema negativan utjecaj na
upravljacke performanse.

63/87

= Promatrajmo sada slucaj za a = 90°:

S+ Z

0

0 -1

1 0

(0.Is+1)(s — p)
S—2Z

(0. Is+1)(s + p)

Ua:{ } Goo () =

» Raspregnut sistem sa dva vandijagonalna elementa.

= U ovom sluCaju nema interakcije izmedu RHP pola i
RHP nule = jednostavnije upravljanje procesom.



RHP polovi kombinirani s RHP nulama

Za meduvrijednosti a (izmedu 0 i 90) sistem nece bit
raspregnut i postojat ce odredena interakcija izmedu
RHP pola i RHP nule.

RHP pol je lociran na izlazu procesa, njegov pravac
je fiksiran i pronalazi se da y, = [1 0]’ za sve a.

Pravac izlazne RHP nule mijenja se od [1 0]7 za o =
0°do [0 1] za a = 90°.

Ugao ¢ izmedu vektora pola i nule mijenja se izmedu
0°i90°, pri Cemu je ¢ #o.

Utjecaj promjene a na performanse sistema dan je u

sljedecCoj tabeli, odnosno odzivima sistema sa
regulatorom.

64/87



RHP polovi kombinirani s RHP nulama

» Utjecaj promjene a na performanse sistema

e’ 0° 30° 60° 90°

1 0.33 0.11 0

Yz 0 —0.94 —0.99 |
b —=cos gy, | 0° | 700° | 83.4° | 90°
C 5.0 1.89 1.15 1.0
e 700 | 2.60 159 [ 1.9%
T 740 | 276 160 | 131
~(S/KS) 055 | 3.3 201 | 1.59

* Na sljedec¢em slajdu dani su odzivi MIMO sistema na
referentni signal r =[-1 1]’ sa H_ regulatorom za

Cetiri razliCite vrijednosti ¢.
= Na odzivima su plavom bojom oznaceni y,, a
crvenom p,.

65/87



RHP polovi kombinirani s RHP nulama

“0 1 2 3 4 5

Odzivi sistema

phi = 0 stupnjeva

phi = 83 stupnja

Vrijeme [s]

phi = 71 stupanj

phi = 90 stupnjeva
2 : :
1
0
_2 L L
0 1 2 3 4 5

Vrijeme[s]

66/87



RHP polovi kombinirani s RHP nulama e

Analiza dobivenih rezultata

= Za ¢ = o = 0°odziv y, je slab, razlog za ovo je 67/87
blizina RHP pola i RHP nule (z=2, p = 3).

» Za ¢ = o = 90° nema interakcije izmedu RHP pola i
RHP nule. Odziv y, ima nadvisenje, dok je odziv y,
Inverzan zbog postojanja RHP nule.

= Granice ||| >¢; |T|. >c su évrste jer imamo samo
jednu RHP nulu i jedan RHP pol. Ovo se moze
provjeriti numericki izborom W, = 0.011, wg" =0.01 |
M =1 (prva dva parametra su odabrana mala kako

bi se minimizirala vrSna vrijednost od \§). Uz zadane
parametre dobivaju se za navedene cCetiri vrijednosti
uglova korigtenjem H_, sinteze:|\S| =5.04, 1.905, 1.155, 1.005

Ove vrijednosti su veoma blizu c-u.



RHP polovi kombinirani s RHP nulama

Analiza dobivenih rezultata

» Ugao ¢ kojeg zatvaraju vektori pola i nule se prilicna
razlikuje od ugla a izmedu 0°i 90°. Ovo se dogada
zbog utjecaja RHP pola na izlaz 1. sto proizvodi jak
utjecaj pojacanja u ovom smjeru, te tendencije
potiskivanja vektora pravca nule prema izlazu 2.

» Zaa =0°slijedi c=5takoda sulsll =5i|7| =5
prakticki je nemoguce postici[|S|. <2, stoje
zahtijevano u procesu sinteze reguiatora
postavljanjem zahtjeva na W,.

= H_ optimalni regulator je nestabilan zaa =0°ia =
30°. Ovo nije iznenadujuce, buduci da za a = 0°
proces postaje skup dva SISO sistema od kojih
jedan zahtijeva nestabilan regulator za stabilizaciju
buduéidaije p > z.
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Zahtjevi na performan. nametnuti smetnjama 3§52

= Kod SISO sistema djelovanje smetnji velike
amplitude i brzog djelovanja zahtijeva Cvrstu (tight)
regulaciju i Sirok propusni opseg.

= Slicno je i kod MIMO sistema, s tim da je utjeca;
pravca vektora veoma vazan.

= |z i1zlaza sistema:

y=Gu+G,d = e=SG,d =Sg,d +8g4,d;+...

69/87

gdje su d; skalarne smetnje, g, (vektor stupac od G )
Iskazuje djelovanje smetnje na pojedine izlaze
sistema.

= Zahtjev na performanse”e(a))Hoo <1 implicira za svaku
smetnju:

c(Sg,)<1 Vo < |Sg,|. <1




Zahtjevi na performan. nametnuti smetnjama

= Definicija 2. Vektor pravca djelovanja smetnje

definiran je kao:

* Pridruzeni kondicioni broj smetnje definiran je sa:
7a(G) =0 (G)o (G y,, )
G<> - pseudo inverzna matrica od nesingularne matrice G

= Kondicioni broj predstavlja mjeru kako je vektor
pravca smetnje poravnat sa vektorom pravca

procesa.

Vi

1

.

8di

70/87



Zahtjevi na performan. nametnuti smetnjama g2:°

o0
* Na temelju zahtjeva na performanseHe(a))Hoo <l

71187

HSgdH2 =o0(Sg,) <1 Vo < HSgde <1

= Kombiniranje prethodnih izraza daje:

1
&

iz ¢ega slijedi da mora biti § < l/HgdH2 samo u
pravcu vektora y ..

* Promatrajmo SVD zadane funkcije osijetljivosti:

Sv =G (S)a; Sv=o(S)u




Zahtjevi na performan. nametnuti smetnjama 3§52

= Vektor pravca smetnje y, poravnat sa pravcem

vektora najveceg pojacanja # od S (pravac u kome | -
proces ima najvece pojacanje):

tj. radi se o zahtjevu nac () .

= \ektor pravca smetnje y, poravnat sa vektorom
pravca najmanjeg pojacanje¥# od .S:

tj. radi se o zahtjevu na a(s) .



Zahtjevi na performan. nametnuti smetnjama 22
» Ako G ima RHP nulu z tada je:

73187

YIS =yl i |Sgd], 2 |r! 84 (2)

» Da bi se zadovoljio uvjet HSgdHOO <1 mora vrijediti:

v ga(2)|<1

= Zahtjevi ovise o poravnanju vektora y_ iy,

» Akoy. Ly, tada y. g,(2z)=0 ,t. nema
interferencije izmedu smetnje i RHP nule.

> Akoy. ||y, tada . g.(z) = Hgd (Z)H i zahtijeva se
Hgd (z)H <1 kao kod SISO sistema.
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OgraniCenja na upravljacke varijable mogu limitirati
sposobnost odbijanja smetnje i slijedenja reference.

74/87
Promatramo dva slucaja: perfektno upravljanje (e = 0)

| prihvatljivo upravljanje (|le|| < 1).

Kod perfektnog upravljanja (perfektno otklanjanje
djelovanja smetnje) postavlja se pitanje: “Moze li se
perfektno otkloniti smetnja uz zadrzavanje |ju|| < 1°

Za MIMO sistem imamo:

y=0

y=Gu+g,d = u=-G'g,d

Uz ||d|| <1 Vw(dje skalar) uvjet |u(w)|| <1 Vo
implicira:

oc(G'g)H)<l Vo = HG‘lgdHOO <1
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Kod istovremenog djelovanja smetnji imamo:

75187

Hcf%awwgl Y

Kod prihvatljivog upravljanja promatrase r =0 i
promatra odziv e = Gu + G ,d na smetnju d.

Pitanje: “Da li je moguce postiéi ||e(w)|| < 1 za bilo koji
|d|| < 1 koriStenjem ulaza sa ||ju(w)|| < 17.

Postupak je identiCan s tim da se ovdje Koristi || - ||
(vektorska beskonacCna norma).

Primjer 13. Promatra se 2 x 2 sistem s dvije smetnje:

' 87.8 -—-864 788 8.81 |
G:OS ) Gd:
11082 —109.6 11.72 11.19

max




Ogranicenja nametnuta ogranicenjem ulaza

= Elementi matrice G, su veci od 1 tako da je potrebna
regulacija za otklanjanje djelovanja smetnje.

= Buduéidaje o(G)=0.7 (dobivena is SVD-a) moguce
je postiCi perfektno slijedenje promjenjive referentne

veliCine amplitude 0.7 (u smislu 2-norme) bez
dostizanja ulaznih ograniCenja.

= Elementi matrice G su oko 5 puta veci od istih matrice
G ,, Sto sugerira da nema problema sa ulaznim
ograni¢enjima. S druge strane o(G) = 0.7 je mnogo
manji od bilo kojeg elementa matrice G, , iz Cega
slijedi da se ulazna ograniCenja mogu na kraju
primijeniti.

= Kondicion broj smetnje, y,(G), za navedene smetnje

iznosi 11.75 i1 1.48. Ovo indicira da vektor smetnje 2.
Ima povoljniji utjecaj na sistem od vektora smetnje 1.

76/87



Ogranicenja nametnuta ogranicenjem ulaza

= Kondicion broj ¥(G) =c(G)/o(G) =141.7 je velik,
sto samo po sebi ne predstavija problem za
upravljanje. U ovom slucaju velik iznos kondicionog
broja nije uzrokovan malim iznosom o(G), veé
velikim iznosom o (G) .

= Za perfektno upravljanje (e = 0) ulazi potrebni za
perfektno otklanjanje djelovanja smetniji su:

109 —0.009

u=G'G, =
-129 -0.213

» Perfektno otklanjanje smetnje d, = 1 zahtijeva ulaz

u=1[-1.09 -1.29]" . Prema tome perfekto upravljanje

s ciljem uklanjanja smetnje 1. nije moguce bez
narusavanja ulaznih ogranicenja.

77187
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o0
» Perfektno otklanjanje smetnje d, = 1 je moguce jer

se zahtijevaju ulazi manjih amplituda u = [-0.009 -
0.213]7.

78187



Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima eco’

= Prisustvo neizvjesnosti zahtijeva povratnu vezu. | ¢

= Redukcija osjetljivosti s obzirom na neizvjesnost - .-
postize se velikim iznosom pojacanja zatvorenog
sistema.

= Medutim, kod realnih sistema postoji podrucje
frekvencije presjeka gdje pojacanje u petlji pada
Ispod 1 i prisustvo neizvjesnosti u ovom podrucju

moze prouzrociti slabe performanse ili ¢ak uciniti
sistem nestabilnim.

= Navedeno vrijedi kako za SISO, tako i za MIMO
sisteme.

= Za MIMO sisteme postoji dodatni problem povezan
sa vektorom pravaca procesa.

= Za analizu utjecaja neizvjesnosti bitni su RGA i
kondicioni broj.




Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima oe

Neizvjesnost na ulazu i izlazu sistema

= Multiplikativni oblik

Bl Bl B

+

= Neizviesnost izlaza:

= Neizvjesnost ulaza:

G=(I+E,)G ili E, =(G'-G)G'

G'=G(I+E,))ili E, =G '(G'-G)

» |ako ove neizvjesnosti izgledaju sliChe, njihov utjecaj
na upravljanje moze biti veoma razliCit.



Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima

= Ako se pretpostavi neovisnost neizvjesnosti u

svakom ulazu/izlazu tada su E; i E dijjagonalne
matrice:

E; =diag(s;), ‘5,-‘ < ‘wl‘

&; su relativne neizvjesnosti u ulaznoj grani i.
= Tipicne vrijednosti ¢ su 0.1 ili vece.
» FiziCka interpretacija:

)

* Vazno je napomenuti da su ulazne dijagonalne
neizvjesnosti uvijek prisutne u stvarnim, realnim
sistemima zbog postojanja neizvjesnosti u
mjerenjima | aktuatorima.

&i

U; ,implement. — U; ,1zraC (1 +

81/87



OgraniCenja nametnuta neizvjesnostima bt
o0
Rasprezanje i ulazna neizvjesnost .
= Promatrajmo model procesa: y(s) = G(s)u(s). 82/87
* Primjena raspregnutog upravljanja (decoupling):
k(s)

T(s)=t(s)I; S(s)=1-t(s)I; t(s) =

1+ k(s)

Pretpostavimo da imamo proces (objekt upravljanja):

Gp :G(I+E[), E] Zdiag(é‘i),

& <[wi

= PojacCanje u petlji postaje:

G,K =GK(I+GE,G™)




Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima oe

= Dijagonalni elementi matrice pogreske (dijagonalna
ulazna neizvjesnost:

6EG ], =3 4,60,
j=1

83/87

ll.j su elementi RGA matrice:

RGA(G) = A(G) =G x(G ™)’

= Velik iznos ||A|| implicira jaku ovisnost vektora pravaca
0 pojacCanju sistema.

» Ako RGA elementi procesa poprimaju velike vrijednosti
tada nije moguce sa otvorenim sistemom upravljanja

postiCi dobre performanse slijedenja zbog velike
osjetljivosti na dijagonalnu ulaznu neizvjesnost.



Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima oe

= /a zatvoreni sistem imamo:

84/87
_ _ wil
0 (S,)25(S) 1+—|A4(G)|
W]t
gdje je || - ||., maksimalna suma retka.

» PojacCanje petlje za MIMO procese jako ovise 0
neizvjesnosti ulaza kada je ||A||.,, >> | i nastojimo
kompenzirati jaku ovisnost o pravcima kod
regulatora, odnosno K mora biti odabran da

zadovolji kompromis izmedu performansi i
robusnosti.
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Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima oot
o0
Primjer 14. Izmjenjivaé zraka o
85/87
< CY ) = T [X
Ve o j
/J b " Th ~
o Vh i

T, 1 —18.74 17.85| q.
= Model procesa: =
7, | 1+100s|—-17.85 18.74| g,

= Problem: regulirati temperature 7 i 7, pomocu
protoka q. 1 q,.
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OgraniCenja nametnuta neizvjesnostima s
» Racunanje RGA:
A(G) = A A _ Ay 1-Ay . | 86/87
A Axn 1= Ay, Ay 1_812821
811822

= U ovom primjeru su elementi matrice G jednaki:

g,=-18.74, g, =17.85
g, =—17.85, g,=18.74

= Slijedi da elementi matrice /A poprimaju sljedece
vrijednosti:

2,=10.78, A,=-9.78
A, =-9.78, 1, =10.78



Ogranicenja nametnuta neizvjesnostima
* RGA:

| 1078 —9.78
AGGON=| g0e 1008| = M

=206

objasnjava osjetljivost na ulaznu neizvjesnost sa
rasprezanjem (decoupler).

max and min singular values of Sp

frequency [rad/min]
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